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Аннотация. Актуальность и цели. Рассматривается проблема параллельного использования множества 

статистических критериев, ориентированных на проверку той или иной статистической гипотезы. Как прави-
ло, на малых выборках в 16 опытов статистические критерии дают высокое значение вероятностей ошибок 
первого и второго рода. Материалы и методы. Однако если каждому из статистических критериев построить 
эквивалентный искусственный нейрон и объединить их в большую сеть искусственных нейронов, то мы полу-
чим длинный код с высокой избыточностью. Свертывание избыточности таких кодов позволяет корректиро-
вать ошибки некоторых статистических критериев. В работе приведены функциональные зависимости и поро-
ги, используемые при программной реализации 11 новых критериев и эквивалентных им искусственных 
нейронов. Выделены несколько технических приемов модификации классических статистических критериев, 
позволяющих до девяти раз снизить значения их вероятностей ошибок первого и второго рода. Результаты  
и выводы. Предположительно, что применение новых статистических критериев может позволить принимать 
решения с доверительной вероятностью 0,99 при использовании 25 эквивалентных им искусственных нейронов. 
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Abstract. Background. The problem of parallel use of a set of statistical criteria aimed at testing one or another 
statistical hypothesis is considered. As a rule, on small samples of 16 experiments, statistical tests give a high value of 
the probabilities of errors of the first and second kind. Materials and methods. However, if we build an equivalent arti-
ficial neuron for each of the statistical criteria and combine them into a large network of artificial neurons, then we 
will get a long code with high redundancy. The reduction of the redundancy of such codes makes it possible to correct 
the errors of some statistical tests. The paper presents functional dependencies and thresholds used in the software im-
plementation of 11 new criteria and artificial neurons equivalent to them. Several techniques for modifying classical 
statistical criteria are identified, which allow reducing the values of their probabilities of errors of the first and second 
kind by up to nine times. Results and conclusions. Presumably, the use of new statistical criteria can make it possible 
to make decisions with a confidence probability of 0,99 when using 25 artificial neurons equivalent to them. 
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Введение 

В прошлом веке было создано порядка 20 статистических критериев, ориентированных на 
проверку гипотезы нормального распределения данных, и примерно столько же критериев для про-
верки гипотезы равномерного распределения данных [1]. К сожалению, каждый из известных стати-
стических критериев имеет свою нелинейную шкалу, соответственно, попытки их совместного ис-
пользования приводят к необходимости решения сложной технической задачи сопряжения между 
собой множества непрерывных нелинейных шкал. Проблема усложняется, когда речь идет о стати-
стическом анализе малых выборок. Для каждой выборки объемом 16, 17, 18 и так далее опытов для 
одного и того же статистического критерия получаются разные шкалы, т.е. приходится решать зада-
чу эволюции нелинейных шкал в зависимости от размеров выборок малого объема. 

Выйти из этого тупика удается, если каждый статистический критерий представить эквива-
лентным ему искусственным нейроном (персептроном) с двухуровневым выходным квантователем 
[2, 3]. В этом случае проблема согласования множества нелинейных шкал сводится к проблеме 
свертывания кодов с высокой избыточностью с параллельным обнаружением и исправлением оши-
бок [4–6].  

К сожалению, простейшие схемы свертывания кодов с высокой избыточностью плохо рабо-
тают [2, 3]. Происходит это из-за сильной корреляционной сцепленности всех разрядов избыточных 
кодов. Так, если ориентироваться на использование 40 классических статистических критериев с 
показателем корреляционной сцепленности E(⏐r⏐) = 0,399 при среднем геометрическом вероятно-
стей ошибок Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0,287 каждого из критериев (каждого из эквивалентных им искусствен-
ных нейронов) и объеме выборки в 16 опытов, то использование 100 классических критериев позво-
ляет снизить вероятности ошибок примерно в два раза до величины Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0,151 [3]. Столь 
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значительный уровень ошибок неприемлем для практики. В связи с этим в начале 21 в. возник ре-
нессанс интереса к синтезу новых статистических критериев, ориентированных на совместное ис-
пользование в нейросетевых обобщениях [7]. 

Новые статистические критерии, синтезированные в начале 21 в. 

Первым убедительным успехом в направлении синтеза новых критериев является применение 
суммы квадратов среднего геометрического плотности распределения и функции вероятности дан-
ных малых выборок [8–10]. Программная реализация этого критерия и вероятности выходных со-
стояний его эквивалентного нейрона приведены на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Новый статистический критерий, показавший в 2014 г. рекордную  
мощность по отношению к классическим статистическим критериям 

 
Из данных рис. 1 следует, что вероятности ошибок нового нейрона Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0,044 снизи-

лись более чем в 5 раз по отношению к аналогичным данным рис. 5 наиболее мощного классическо-
го критерия [3]. Обнаружение столь значительного скачка мощности нового критерия вселило оп-
тимизм в исследователей, что способствовало расширению работ по синтезу новых критериев. 
Однако преимущество роста мощности исчезает, если перейти к прямому вычислению показателя 
среднего геометрического малой выборки [11, 12], что отображено на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Критерий среднего геометрического данных малой выборки 

 
Очевидным является то, что на ряду с использованием на практике критериев среднего гео-

метрического [13, 14] мы имеем возможность обрабатывать данные в пространстве среднего гармо-
нического [15–17]. Программа для воспроизведения нейрона среднего гармонического и плотности 
вероятности его выходных состояний для нормальных и равномерно распределенных данных при-
ведены на рис. 3. 
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Рис. 3. Нейрон с накоплением данных в пространстве среднего гармонического 

 
Отметим, что в теории статистической обработки данных [2] хорошо изучен критерий Краме-

ра – фон Мизеса, синтезированный в 1928 г. Он построен на сравнении эксперементальной и теоре-
тической функции вероятности. Очевидно, что мы можем построить дифференциальный аналог 
критерия Крамера – фон Мизеса [18, 19], сравнивая между собой экспериментальную и теоретиче-
скую плотности распределения значений. Программное обеспечение и результаты соответствующе-
го численного эксперимента приведены на рис. 4. 

 

 
Рис. 4. Нейрон дифференциального аналога критерия Крамера – фон Мизеса 2016 г. 

 
Мы наблюдаем скачек мощности нового дифференциального критерия примерно в 9 раз по 

сравнению с его классическим аналогом [3].  
Аналогичная ситуация возникает и при переходе к использованию дифференциального анало-

га классического критерия Смирнова – Крамера – фон Мизеса, критерия Андерсона – Дарлинга, 
критерия Фроцини (рис. 5–7). 

 

 
Рис. 5. Нейрон дифференциального аналога классического  
критерия Смирнова – Крамера – фон Мизеса 2016 г. [18, 19] 
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Рис. 6. Нейрон дифференциального аналога критерия Андерсона – Дарлинга 2016 г. [18, 19] 

 

 
Рис. 7. Нейрон дифференциального аналога критерия Фроцини 2016 г. [18, 19] 

 
Искусственные нейроны среднего геометрического и среднего гармонического похожи между 

собой по их функциональным связям и по их программной реализации [13, 14]. Как результат, мы 
имеем для них сопоставимые вероятностные характеристики. Так, исследуемые первыми нейроны 
суммы квадрата среднего геометрического (см. рис. 1) при отображении их в пространство среднего 
гармонического дают близкие вероятности ошибок. Программное обеспечение и результаты соот-
ветствующего численного эксперимента отображены на рис. 8.  

 

 
Рис. 8. Нейрон накопления среднего гармонического 2018 г. 

 
Продолжение исследований по возможностям использования дифференциальной плотности 

распределений позволило в 2020 г. получить новый статистический критерий «суммы хвостов» [20]. 
Этот критерий построен на том, что вероятность наблюдения значительных «хвостов» нормально 
распределенных данных существенно меньше в сравнении с равномерно распределенными данными 
(рис. 9). 
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Рис. 9. Нейрон эквивалентный критерию «суммы хвостов» 2020 г. [20] 

 
Примерно такой же результат получается и при применении функции вероятности нормально 

распределенных данных, если выполнить операцию дифференцирования (вычитания) данных экс-
периментального распределения и приближенной вероятности их появления [20]. Подтверждающие 
это данные приведены на рис. 10. 

 

 
Рис. 10. Нейрон функции вероятности с псевдодифференцированием входных данных 2020 г. [20] 
 
Еще один вариант синтеза нового статистического критерия выполняется через простое диф-

ференцирование случайных входных данных малой выборки с его умножением на теоретическую 
плотность вероятности. При вычислении дифференциала данных малой выборки выполнена регуля-
ризация расчетов, исключающая случайное деление разности на ноль. Результаты численного экс-
перимента приведены на рис. 11 [21]. 

 

 
Рис. 11. Нейрон эквивалентный критерию двойного  

дифференцирования входных данных малой выборки 2021 г. [21] 
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Групповое сравнение 11 новых статистических критериев  
с потенциалом классических статистических критериев 

В предыдущей статье [3] было вычислено среднее геометрическое вероятностей ошибок пер-
вого и второго рода для 9 классических статистических критериев, составляющее значение Р1 ≈ Р2 ≈  
≈ РЕЕ ≈ 0,287. Вычисление значений для 11 рассматриваемых выше новых критериев дает величину  
Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0,07. Это свидетельствует о росте относительной мощности новых статистических 
критериев примерно в четыре раза. Однако простого роста мощности по среднему геометрическому 
в группе сопрягаемых статистических критериев недостаточно. Дополнительно нужно учитывать 
корреляционные связи в группе. В табл. 2 приведены коэффициенты парной корреляции между рас-
смотренными критериями.  

Таблица 2 

Мощность новых статистических критериев и коэффициенты парной корреляции между ними 

 
 
Среднее значение модулей коэффициентов парной корреляции новых статистических крите-

риев составляет значение E(⏐r⏐) = 0,578, что несколько хуже в сравнении с этим же показателем у 
классических статистических критериев E(⏐r⏐) = 0,4. Для сравнения групповых возможностей клас-
сических и новых статистических критериев выполним их симметризацию [22] и численное моде-
лирование симметричных сетей искусственных нейронов. Результаты численного моделирования 
отображены в логарифмических координатах на рис. 12.  

В верхней части рис. 12 отображены данные классических нейронов с относительно низким 
качеством принятия решений, ранее приведенные в работе [3]. В нижней части рисунка отображены 
три линии экстраполяции прогнозов, построенные на численном моделировании на языке MathCAD 
для простейших корректоров ошибок для 9 новых более мощных статистических критериев.  
Из данных рис. 12 видно, что простое увеличение мощности через снижение среднего геометриче-
ского вероятностей ошибок с величины 0,287 до величины 0,07 при сохранении среднего значения 
модулей корреляции дает верхнюю прямую нижней части рисунка. Две верхние прямые рис. 12 па-
раллельны. Нижняя из двух верхних параллельных прямых является оценкой сверху вероятностей 
ошибок. Пессимистическая оценка сверху построена на предположении о совпадении коэффициен-
тов корреляции у новых статистических критериев и классических статистических критериев.  
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Рис. 12. Результаты численного моделирования связи вероятности ошибок первого  

и второго рода и числа необходимых искусственных нейронов 
 
Оптимистической является оценка по нижней прямой, которая построена на точке среднего 

геометрического 0,07 и точке корректора избыточного кода трех искусственных нейронов. Эта оп-
тимистическая оценка позволяет надеяться на то, что приемлемые для практики вероятности оши-
бок первого и второго рода Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0,01 могут быть достигнуты при использовании примерно 
25 новых статистических критериев.  

Точкам, соответствующим сетям с 5, 7, 9 искусственными нейронами, доверять нельзя, так как 
они показывают снижение качества принимаемых нейросетями решений. Скорее всего это эффект 
накопления ошибок из-за ограниченного числа данных при проведении численного эксперимента 
(выборка из 9999 опытов) и малого числа учитываемых разрядов (эффекта блуждания статистиче-
ских оценок математических ожиданий и стандартных отклонений). Тем не менее мы всегда можем 
построить усредненную оценку между оптимистической и пессимистической оценками. Такая 
усредненная оценка соответствует центральной прямой (центральному лучу, исходящему из точки 
Р1 ≈ Р2 ≈ РЕЕ ≈ 0,07). 
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